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Los principlos fundamentales de la teprian de sefales ¥ s)stemas,se buasad
en ia ldea de hacer uha abstracclon del { enowano €n estudlo, Como versmos I
adelante, &3to se€ logra pediante 1l utillzecion de clertos prtnc?pﬁai
matematicos ¥, 2 Lraves de la ldeéa fundamental, de representar al problema en
suestién, por una "caja negra" o sistema. Asi por ejemplo. la paraclerizacion
de ecualguier fenumend puede Ser representada [ :unceptuallzada como slgue:

sefial de ———any sefinl de

———— l- Sistema .l e

entrada e ———— sallda
Figura 2

Dmdo que una de las variables mas lmportantes en la vida del hombre of
el tlempo, las caracteristicas de 128 sefiales y los sislemas HOTT
princlpalmEﬁLE dadas en funclon de la varlable tcmporul, Aungue la mayol B
de lps sefinles en la nalturaleza BOO cont inuas, supondremos que previo al
analisis de éstas, hubo una elapa de muestireo ¥ cuant izacién. Hos limllaremos
a] estudlo de las sefiales discretas en el tlempo, puesto que nuestra
finalidad es la de utilizar una computadora digltal para reallzar los
calculos de los algoritmos salidos del analisis. Con le anterior, una sefial
discreta o diglial significara una secuencla de pameres © muestras. Por otro
1ado, la nocion de sistema sera la sigulente: dados dos conjuntos de objetos
o sehales Cx y Cy se as|gnara, de acuerdo con una regla, B cads elemente x de
Cx un elemento y de Cy. Ecta regla definiréd un sistema con entrade X ¥
salida ¥. Por leo tanto, un clstema S definido de esta forma, Sers una
correspondencla © transformacién del conjunto de eptrade Cx al conjunto de
ealida Cy. Cuando las cefiales x ¥y ¥ SoD funclones de dos variables, entonces
S es un sistema bidimensional. Mlentras que, cuande X ¥y J Bon Veclores,
entonces S sera un sistema multi-entrada pulti-salida.

Le anterlor es una caracterizaclbn terminal de los sislemas. Es
avidente gue los sistemas pueden Ser caracterizados de otras maneras. por
ejemplo:  por ecuaclones diferenciales (tlempo contlnun), ecuaclones €N
diferencias {(tiempo diseretol, funclon de transferencia (sefizles ¥ gislemas
en Tunclon de Ia variable _frecuencla}. polinomlos, ale. Especlal Inleres
pondremes en 12 representaciin de un tistema a través de su funclén de
iransferencia, la cual DOS permitira tntroducir la noclon de respuesia ED
rrecusncia del sistema. La funclén de transferencia 25 unf representacién del
ci=tera paralela a la representaclén temporal {variable K]. pasicamente, 12
funcién de transferencia caracteriza al sigtema en el dominle de 1B
frecuencis [varlable z=f( jull. La herramlenta gQue NOS permite pasar deel
dominic temporal (frecuenzizal) al frecusncial (temporal] es la trans{ormada 2
{transformada 2 tnversa) indlceds por al cperador ziz '), En la rigwa 3
esguemal lzamos las relaclones de les sefinles y les cistemas en 105 espuclos
de representaclon tndlcades. FPor supuesto, podemos definir otros espacios de
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representacién, complementarioes, que proporcionen informaciones adicionales y
que faciliten el estudio de las sefiales y los sistenas.

Dentro de la clasificaclén de los sistemas, nos llmitaremos al estudlo
de los sistemas discretos lineales e invariantes en el tlempo.

| c®
| . xlk) "

2| T e T2 2| T

1; .

Figura 3

2.1. Sefales en el tlempo dlscreto.

4
[ Una sefial en el tiempo discreto, X, es representada por una secuencia de
' nimeros reales o complejos definidos para todo mimere entero k,

k = conjunto de todos lece enteros

x = x[kT] : (1)
T = intervalo de tlempo entre muestras

Aunque %[kT] es el k-ésimo nimero del conjunto de nimeros que forman la

secuencia ®, por convenlencla, representaremos con ¥[kT] a la sscuenclae Xx.
Por otro lade, también podemos wutllizar la forma tmbular para 1lstar

explicitarente los elementos de la secuencla
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En la secuenclz anterlor el valor de T fue lgual a uno. Por cuestlon de
facilidad en la notaclén, en lo que sigue usaremos T=l. Ademas, los términos
de secuencla o muesiras seran utillizedos indistintamente para pombrar a una
sefinl en el tlempo discreto (o simplemente sefinl dlscretal.

2.1.1. Sefales discretas especlales.
2. 1.1.a. Sefal Impulso unitarle o sefial delta.

La sefial Impulso unltaric 5 una secuancia que vale la unided cuande sU
argumente es cero Y vale cero para cualquler otro argumento, Ver la figura 4:

1, k=0
5k} = { o x o0 (2)

11 el
Top B et s -2 -1 jo1 % 3 48 5

Flgura 4

La utilizaclién del {mpulse unitarlo en log sistemBs linsalas, nNoS
permitira caracterizar la sallda del sistema para cunlquier entrada. Lo
anterior, deblido a que los valores tomades por el impulso unitaric, cuando
el tiempo es desplazado de mAS o menos un numero entero n, estdn dados por la
relacion:

i, k=n
&lk-nl = (27
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| De la lgualdad anterlor, se desprende que una secuencla arbltraria xlkl
! puede ser representada come una sumatoria de impulsos unitarios
i apropladamente desplazados y multiplicados por los valores de la secuencla
! xlkl.
i
=]
*[k]l = E xln] &lk-n] (4)
n==cw
Por ejemplo, la siguiente secuencla x[kl
i xlk] = {3,1,0,0.5,2,1.5,0,-1.0,-2.0}
+
£3
donde la flecha Indica el valor para k=0, es representada por la slgulente
sumatoria de impulsos unitarles, wer flgura 5:
, xlk) = 33[k+4) + &1k+3) + 0.581k+1] + 25(k) + 1.58[k-1] - 8(k-3] - 28(k-4]
Al Impulso unitario tamibén se le conoce como muestra unltaria,
secuencia delta o secuencia lmpulso.
2.1.1.b Secuencia escalén unltario,
La secuencla escalén unitario toma el valor de la unldad para tedos
los argumentos mas grandes que o igual a cero y, es lgual a cero para los
p demas valores del argumento, ver flgura B:
4 1, ke0
B
ulk] = 0, keD (B}
Fl escalén unltario esta relaclonads al Impulso por:
k -]
ulkl = E dlnl = I &(k-n] (6]
n==-mw n=0
ademis también se cumple la relaclén sigulente:
4 3lk] = ulk] - ulk-1] (7)
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2.1.1.e. Senales silnusoidales en el tlempo discreto
Una sefinl sinusoldal discreta en el tiqnp& se deflne de la sigulente
manera:

#lk] = A cos [flk+8] v < k<wo (8]

donde k es la variable entera, llamada nimero de muestra, A es la amplitud de
la sefial, 0 es la frecuencia en radlanes por muestra y 6 es la fase en
radlanes.

Si en lugar de {l usamos la variable frecuencial, [, deflnida por:
= 2unf (@)
la relacién (B) se vuelve:

slk] = A cos [2nfk+8] ~-m<tk¢tm {10])
La frecuencia § tiene dimenslones de ciclos por muestra.
A diferencla de los sinusclides en el tlempo continuo, las sinuscldes en
el tiempo discreto tienen las slgulentes propledades:
A) La sinusoides en el tlempo discreto son perlédicas solo sl f es un
nimerc raclonal.
Por definicién, sl la sefial x[k] es pariédica con periode N(>0) entonces:

x[k+N] = x[k] ] Y k (11

El valor mas pequefic para el cual (11) es vallda, es llamado perlodo
fundamental.
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pempstracitn
cea x[kl = cos (2nf k¢ o), xlk+N] son dades por:
L]

cos |tznf Lk+N) g] = coslanl k + agf N+ 8]
[ L] o

cos 102l ® * gl + 2nf NI
° o

Ccos [Enfak + @l cusl?nfﬁﬂl - Ben [Enrok + @8] sen 1Eﬂan]

para gue la expresion anterior sea tgual & wlk] es necesario que

cos iEnfaﬂl =1 y sen EZHIGNI =0

esto es pesible si y sole si, exliste un entere W tal que

opf N = Zmn
[}

=] equiva:entemenLe,

m i
r =y o blen, N F (12}

De acuerdo B (12). una funclén sinusoldal en el tiempo discrete ©8
perlodica sy y seolo sl, SU frecusncia r‘ pusds ser eypregada como uhe

relecltn de dos nomeves cnteres, th plrosg paiubrmﬁ. F' ~e n MOMOTD rreionn)

para determinar el periudo rundamontal, M. de una =ofinl pariédicn,
pypresamos SU frecuencia f'o como en la relaclén (12), hesta que 8€ pbLengs

una minima expresitn de tal forma que ©® ¥ ¥ no tengnh factnres cOMUNSSs. L3
gl periodo fundemenial sera 1gunl & H. gs pucda observar que paquefos

cambios en la frecusncia puede implicar grandss cenbles en el pericdo, POT
e Jemplo:

= 31 i] = | - '.ag w 1— 1 =
freo” By 2y ¥ B fz - > hi 2
B} Sefales sinusoidales en el tiempo discrete cuyas frecuenclas estan

separadas por un miltiple entero de 2m, Son idéntlcas.

Demostraclion

cen [k} = cos Ilﬂﬂ+?ulk + @) = cos [iﬂhk + @) + 2uk])
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= cos mnkm] cos [2mk] - sen [nﬂkm] sen [2nk]

y puesto que cos|2mk] =1 ¥ senl2nk] = 0 para toda k, tenemos que:

cos [(Q +2n)k + 8] = cos lﬂﬁlﬂﬁl. (13)

De lo anterlor, se puede conclulr que todas les slnuscldes

xnik] = A cus[nnha}. n=0,1,2,.... (14)

donde nn = nu + 2nn  para -n < na ¢ m , son ldéntlcas.

‘ De otra manera, las secuenclas de dos smligusoldes cualesqulera, con
frecuencies en el rango, -x § 1 8 x 0 -% s f = 2 son distintas. Por le

tanto, sefiales sinusoidales en el tlempo discreto con frecusncias |0] s m o

|£] s 1,2 son tdnlcas. Cualquler gecuencih resultante de una sefial sinusoldal

con una frecuencia |R| > m o |f] » 173, es {déntice = la secuencia obtanida
: de una sefal sinusoldal con frecuencia |A|<x. Es conveniente recordar gue an
| el tiempo continuo las sefales sinusoldales son distintas para & © F dentro
del rango de variacién -w < w < = 0 =@ < F €=,

C] Las tasas de oscilaclén mis altas en sefales sinusoldales en el tlempo
discreto, son alcanzadas cuando w = X (o w = =n) o de manera
equivalente, [ = 1/2 (o f = - 12},

L= ] Para llustrar esta propledad, investiguemos las caracteristicas de la
secuenclia sinusoldal .

x[k] = cos inukl

para valores de {1 que van desde 0 o 2n. FPara ejemplificar tomemos w, = o, é
[:]
v n
; Ui [ & 15 1 1113
:. MoZe Moy T g Tg 1, 2m, que corresponden &, fn =0, 1§ g &4 2' &
R 1, lo cual implica sefiales sinusoldales con periodos de N = =, 16, 8,

4 2, 4, 8, 168, 1, ver la flgura 7. Se constate, que el perlodo de las
secuenclas slnusoldales se decrementa cuando la frecuencle se incresenta. De
hecho, se puede ver gque las tasas de oscilacién se incrementan cuando las
frecuencias se lncrementan (esto cuando ﬂll varia de 0 & n). Cuando ﬂn varia

de m a 2n, la tasa de oscllaclén de las gefinles slnuscldales se decrementa.

Como para el caso de sefiales sinusoldales en el tlempo continuo, en el
b cazo discreto, tamblén podemos introducir las frecuenclas negat ivas. Fara
ésto, usemos la relaclon sigulente:
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x{kl-ncun[nx+aJ-QnJ‘““‘“}»ga‘J‘““*“} (15)

Puesto que las slnusoldes en el tlempo disecreto, con f{recuenclas

separadas por un maltiplo entero de 2mx son idénticas, se sligues que las
frecuencias en cualgquler Intervalo nl s N = n1+zu constituyen todas las

sinusoides o las exponenclales complejas en el tiempo discreto exlstentes.
De lo anterlor, el range de frecuencias de las sefinles sinusoidales en el
tiempo discreto es finito y de duraclén 2r., Gena mente, @e selecclona el

renge 0 s 0 s 2no ~-n s Nsm(Dsf 310 —é s = 2].
|

2.1.2. Exponenclales comple Jas relaclonadas armbnicamente.

Las sefiales sinusoldales y las exponenclales complejas Juegan un ral muy
importante en la teoria de sefiales y sistemas. Es interesante trabajar con
funciones exponencliales comple jas (o slnusoidales) relacionadas
arpénicamente., Estas forman conjuntos de exponenclales complejas perlédicas,
con frecuencias fundamentales que son multiplos de una frecuencla positiva.

Pueste gque una sefial sinusoidal en el tlempo dlscreto es periodleca, ul
su frecuencla relativa es un nomero raclonal, podemos escoger fu R asl,

definir a los conjuntos de exponenclales complejos relaclonados
armbnicamente, de la slgulente manera:

J2anf k
S5 (k) = e e n=0,%1,%2,%..... , {18)

A diferencla del caso continuo, constatamos que en el caso discreto
Jen{n+N)f k  J2nnf k J2nNf k Jannf k J2mk

b S (k) =& = g a = @ ]
n+H
J2nk
puesto que e = 1, tenemos:
' S _(k)=S (k) (17)
n+M n

y de acuerde con x[k+N] = x[k], exlstliran inicamente H exponenclales
cogple jas peritdicas diferentes. Ademéis, todos log mlembrog del conjunto
¢’| tepdran un periodo comun de N muestras.
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Es evidente gue podiemos esSCOEED cunlyuler N exyponenciales
gonsecutivas, de n = n & 0 = n+ H-i, para formar un conjunte relacionade
armbnicamente, con frecuencia rundamental fQ = 1/N. Si nn=D, el conjunteo
cera:

(18}

. JznknsH
s k] = oKD g 1,2, .. -1
Coms en el caso de sefiales cont lnuas, la comblnactan lineal,

N-1 H-1  JZnknsN
x|kl =L eSS lkl=Ece (13}
n=n n n n!ﬂ mn
¥
sera una sefial perlodlca con periodo fundamental N. La eecuaclén anterlor,
sera la representacién por cerles de Fourler de una secuencis parlbdica en el
tlempo dlscreto, «[kl, con coeflclentes de Fourler {c }.
n
2 2. Muestreo de una sefal en el tlempo cont lnuo.
cem la sefial continua x(t) a banda limitada, HHn[m]L = 0 para |u| > B,
rt  tommmos muesiras 1o sufleclentements mapaciadns  con regpecto u IR
frecuencia mas alta de 1a =efnl xlt], entonces Ins mueriras debormlnn-hn
anileamente una sefinl y &sta, poalich sET reconstrulde n pact e de Buk maget b it
Para mostrar Lo anlerlor multipllquemos u la sefinl x(t) por el tren de
impulse unitario en el tlempe contlnuo, »
- 2
5 (t)= I &(t-nT), donde w =S (20) _
n=-w ® P
donde w oy T son la frecuencla y el perlodo de muestres respectlvamente,
kS
abtendremos entonces, :
(21

[
T winT)alt-nT)

ER

o) = wiLyd Ll
B T

in Lransformada de Fourler de X (t}, tendremos que
-]

Calculando
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! B
| X (0) = 4 I X(w-nw) (22)
| a T Rt =
H (w) es una fTuncldn periﬁdlca en el dominle du 1a frecuencin, compuesta
por r&pllcaﬁ desplazadas de Xlw) y ponderada por ~T-
Sl suponemos que Xlw) es la slgulente Funclén
o
[A]
1 l I | SRR | 1 1 L I
-t W auw
-2 n ] | ]
| ]
I
i
! X [w) sera:
| [ §
I
i oL
| | |
f 5
a =
(¥
\ 1 | 1 | —
v -w_ B o a ] W 2w
. * (w - B)
]
‘ ‘
la gralflca anterlor es vallda para,
f (w - B) > B
| by |
I
- : Por lo tante
w > 2B, ) (231
4 Para esle caso, las muestras x(nT) para n = O, #1, %2, #3,. ..., podran

reconstrulr x(t): a) generande un tren dea lmpulsos cuyas nmplltuden son las
muestras suceslvas, b) pasando este tren de Impulsos por un flitro paso-bajas

e e S —————
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coh ganancia Ty frecuencia de corte w , donde Bcw «w-B En esla CBSO,
[ - B
1a =alide resultante serd evaciamente 1gual a «(t].

Lo anterler es el enunclade del teorema dol muestreoc, ¥y, B8 W > 2B s5e le
L

conpce como 1B frecuencla de Mygquist o de Shannoh.

£} anallsis anterlor nos permitie determiner la frecuencia de muestreo
{de Hyguist) pecesaria para pesar del tlempo contlnue a)] dominio del tiempo

dlsereto. Desde un punto d= vista préctico, podemos egcribir la reluclén
glgulente:

o
[kTl= £ thnTjd[k—nT] {24)

n=-a@

esta relacldn es equivalente 2 la utilizada para hacer el mndlisls tedrico de
la sefial x‘tt} dada por la ecuaclén {21},

El teorema del muesireo noS permite representar una gefinl continue =L,
en términos de les valores %(nT) gue toma la sefial, medliante uns secusncia de
puntos egquidistantes. Los punlos sgquidistantes pusden ser rapresentndus por
la secuencisa w[kT], la sefial digecreta. La mnterior es vallde, slempre ¥
cuande se satisfaga el leorena del muesireo para una sefiml ®(t) contlnua.

2.3, Slstemas Dlscretos.

Un sistema discreto es una regla que esocla 2 cada secuencia x[k] de un
espaclo de funclones discretas C otra secuencia ylk] de algin olro espacio
h 3

de funciones discretas C:. En otres palsbras un =istema dlgcrelo eo UDA
correspondencla © transformacion enlre 1a gecuencla xlkl y 1o socuenciz ylkL.

Para representar la relacién entre xikl ¥ ylk] se utilize cominmente l&
notaclion sigulente

ylk] = Lixlkl} : 125)

Donde L es una Lransformacion. Al dominlic de lB translormaclon, wlki, se
le conoce CO0 =] nombre de entrade y &l codoeminleo, ylk), como galidua o©
respuesta del sistema,

Fi calcule de la enlida ylk] de ub glstemn, pare un valor kb duodo,
regquiere, 0 algunas CR30S, del conocimisnto ds la entrado xlk] pars {ode K
partenasclente al pesmdo o &l fubturo.

La relaclén entrada-sallda de un slgtema puede weT esrguemat lzada Tr
sigulente forma:
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x[ k)
— ylk] = Lix(kl}

2.3.1. Propledades de los sistemas discretos.
2.3.1.a. Sistema con memorla ¥ s5in memoria.

Un sistema se dice sin memoria, sl su sallda para cada valor de lam
variable independiente k, es unicamente dependiente de la entrade al mismo
tiempo k. EJemplo: ylk] = ax(k], donde a es una constante.

Por otro lado, un slstema con memorla es aguél para el cuAl, la salida
depende de los valores de la entrada anterior al tlempo k. Ejemplo:

k
ylkl= I xln]

n=-m

2.3.1.b. Inversibilidad de un slstema.

Un sistema es “inversible" cuando, observando su sallda, uno pueds
determinar su entrada. Ejemplo:

®lk] K vikl
+| vlkl = I xinl

n=-w

alk]

-r[zlk]ﬂ:-rlk]-y[k—l]

2.3.1.¢c. Slstema Causal.

Un sistema es ecausal, =1 =u sallda para todo Instante K, depends
tnicemente, de los valores de la entrada a los Instantes presente ¥ pasado.
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2.3 1.d. [inealidad de un slslema.
Up sistema o5 1ineal sl gallsface las propiedads= de:
superposicion L{n1{k1+x?Ik1} = y‘lk]'J?lk] (26!

_  escalonambento Lia ﬂtiki} = B8 ytlk! (27)

g oen oLras palabras, =} cumple la relaclén sigutentes:

ki ¢ (1 = Lis ' + Lia s s cinl o oay [k )
l_{atx]lnt aixaﬁk]} L{11m1l£]} 1432<21!13 a ¥, 1252I - (2

5 7 \.e, Siciermas jnuariantos ~n et tiempe

=1 ylrl es 12 melida de un sistews 1, enmnde o antradn es xikl

-——"—Al - -

entonces, €l giglema sera ppvariante si:

wlk-nl E“‘*] ylk-n] = Lixlk-ull
— e — T ._" 1 e — + &
=) »

Bip olias paldiiws, Hb uj...;,—,,,:_-,_.-_'.l.ﬁ'_l...

. i iE S0 LpmdEn §e

desplazamiento jgual en 1 salida:
ylk-nl = Lixlk-nkl (23
¥ " 8t
Podemog ecaldal myul  ogue, b slelomz Pl tinzal, Tin =

pvarianis eh gl Limmpu Pui- eire bodo, Wb glgbams puoccts BLF pppearionty =h

sl tiempe, Sih Ser tineal.

Fwisten olras propledsades importantes Jg los sisleRas, gin emgargs i

cuesilones  de Factlidad e analisis ¥ sinlesis, NOS 1imltaremes B

conl inuacion, #l ectudio de los sistemas lineales © ipvariantes 20 el Llempo ¥
discreto.

16
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5 3.2. Sistemas Llneales e Invarlantes en el Tlempo Disecreto.
I
I— Vamos & suponer que la relaclén entre in sefial de entrada y la sefial de
i salida esta dada por la transformacién L cuyas propledades son:la linealldad
| y la invariancia temporal. A estos sistemas se les conoce con el nomsbre de
: sistemas lineales e invariantes en el Llempo, en esta parte nos interssancs
[ tnicamente por el caso discreto. En lo que slgue, & menos de que se indlique
' lo contrarioc, el término sistema lineal (SL) serd usado para llamar a un
| sistesa lineal e invariante en el tlempo digerete (SLITD).
! Las bases principales del andlisls de los sistemas lineales son:
- el principio de superpesicién
- 1a representacién de una sefial x[k) por una sumatoria de Impulsos
LS ]
unitarios, ecuacién (4).
2.3.2.8. Respuesta de un sistema llneal al lmpulso unitario &[k].
: Analicemos la repuesta de un sistema lineal cuando la entrada x(k], es
' igual al impulso unitario 8[(k].
|
!
! 3kl =
|
|
&t
El valor de ylk] estara dado por:
vik]l = L{slk]}
- Supbngamos que para este caso la respuesta ylk] es conocide, en olras
palabras, definamos a h(k] como la respuesia al Impulso unitario &lkl.
Lialk]) & nikl. (30)
La funclén hlk) no necesariamente seré lguml a cero para n < 0, pero sl
"!ﬂ es el caso, entonces hlk] representard un gigtepa causal.

17
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2.%.2.b. Respuesta de un sistema lineal a cualquler cefial discrete x[k]

- Sumpa e Conveluclidn.

vamos a ver a continuaclon que, los sistemas Tlneales son caracterizadoes

completamente per su respuesta al lmpulse unltario, hikl.

spuesta al impulso unitario, hik], la sallda del

Una vez estimada la re
da x[k] estard dada por:

elstema para cualquler antra

[- .
ylkl = I xInihlk-n} {31}

n=-=
esquemit lcamente Lendremas:

A

wikl S
[nm ]——-4 yiK)

BEN—

e define a la suma de convoluclén por el opesrador * con ésto la

ecuacién (31) se puede escribir de 1a =igulente forea:

ylk] = xlk]l = hikl (32}

Demostracidn de (31)

como una gsumatoris de Impulscs unltarlos,

Expresemos primero a ikl
eciacton (4):

ol
wlkl= £ xlnlélk-n) =
n=-m
= *..-*xl-Eﬁﬁlk+E]*N1-§}ﬂlk*1!+xlﬂ]5[ki+m[1iélk=llixlziﬁEk'EI!...4

podemes Bplicei jen nepaiado al RIsiLNa

Dei principic de IR TS B L
pLriL mE LAY,

in mompbovin enlerioe,
s cada componsule e i

cada une de los téarminos ghes Ll 3T0H i

valor de selida cot respoiddlente s L TARI L

' Lixlkl} = ¢ ... + Lix[-2]81+2]} ¢ Lixl-1181Re10F ¢
isiw-211 4

+ Lixi0}8{k]} + Liz[118(k-11} ¢ Lixiz

utilizande ahora la dafinictén (30), obtenamos:

ig
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ylk] = Li{x(k]) = + ... + x[=-2]h[k+2] + x[-1] hik+1] +
+x[{0Jhlk] + x[1)hlk-1] + x[2] hik-2] + ....

o bajo la notaclén de sumatoria:

L
ylk]l = E x(nlhlk-n].

n=-m

De (31), se puede demostrar faclimente la slgulente propledad:

L]
ylk] = x[k)®h[k] = hik]®*x[k] = E hinlx[k-nl (33)
nm=e

2.3.2.c. Respuesta de un sistema lineal a una exponenclal compleja
- Funcién de transferencla.

La idéa de representer a una secuancla de mussiras, come une comblnaclon
lineal de exponencieles complelas, temblén esta motiveda por la jdém de
aproximar la sefinl discreta medliante una serie de Fourler. A contlnuaclén,
veremos que la exponencial compleja es una funcién propia de los slstemas
lineales,

Supongamos que la entrada de un sistema lineal esta dada por:

xlk] = z* donde z = oV (34)

pare esta entrada, la sallda puede ser calculada a partir de la ecuaclén
(33].

(-] [--] k“‘ k o =
ylk] = I hinlx(k-n] = E hin}z" "™ = z* £ hin)z ™"
n=-m n==e n=-m

-

con lo que, ylk] se puede escribir de la sigulente manera:
ylk] = Hlz) 2° , (35)

donde se definlo:

18
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Wi=) &£ onlalz " . (36)

n=-w=

pe la ecuaclon (35) vemos que, _cuando le entrada del sistema es Una
exponencial compleja, lm callda es la misma axponenclal, pere multipllicada
por la constante H{z), que depende del valor de Z.

H{z) es el valor proplo asoclado a la funcléon propla 2" del slstema. Al

factor Hiz) se le puede 1lamar funclén de transferencla del slstema. Por olro
lade la serie

ﬂ -
H(z) = I hinlz "

n=-==

represenia una rorrespondencia entre 1a secuencls nlk] y la funclon Hiz].
feneralments se utilliza 12 sigulente notaclén pers desighar diche
correspondencia:

hlk) & Hiz)

Fsta ecorrespondencla &8 valldae para cualquler secuencina discrein wlkl, ¥
su corraspondiente funclon Kiz),

k]l « %lz) - (a7}

A la funcién X(z) se le conoce con el nombre de transformada Z de in
secuencia x[k] y se define, de 1a ecuaclén (38), por

Eoo -
¥(z) = E winlz n [38)

n=-m

5 n.%2.d. Teorema de Cenvolucldn.

Ukilizends la defintclén de la trapsforpada 2 de uns sacuancle, Be puede
demostrar fAcilmente el slgulents Tegrema.

20
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Teorema 1. 51 las ecuaclones

L] -
X(z) = E xinlz " y Y(z)= T yin)z "
n==—ea n=-=

son, respectivamente, la transformada 2 de la entrads x[k] y de la sallda
ylk] del sistema lineal, cuya funclén de transferencla es H(z), se tlene

entonces que:

¥iz) = Hiz) Xiz) (38)

Demostraclén.

De la respuesta en el tlempo discreto de un sistema lineal

[--]
yik] = hlkl*x[k]l = E hinlxlk-nl,

n=E=m
podemos calcular la transformada Z de ylk]
[
Y(z) = E hinlZ{x[k-nl]} ,

n=-mw

pero de la propledad de desplazamiento

w i @ )
2(xlx-t1}= E xin-8l z"= £ x(y)z 9
n==m J---
= =
= E x[n] z-"'t = zb! T xin) 27"
n=-w n= -@
= z-t Klz)

Zixlk-2]) = z ° X(z)

podemos escriblir:

2l
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=] _ m _
yiz} = I hinlz M ywiz) = Xlz) E hinlz o

n==wo n=-w

¥ - —
y por lo tanto:

yiz) = Hiz) %lz}.
2.9 2.e. Respuesta del sistema a un conjunto de exponenclales comple jas.

51 la entrada, x[k], a un sistema lineal es representade  como une
compblnaclon 1ineal de exponencia}es comple Jas.

x|kl = £ C 2" (40)
rl N

entonces, la sallda del sistema lineal egtard dada por:

ylk] = L c_lilz} z: (41)

n

En oirac palabras, la sallda también puede Ber reprasenipdy por une

comblnacion lineal de las mismas pexponenciales comple Jas, donde crda

coeflciente de éstas, SE obtiene multipllicando los coeflcientes de In

entrada, c. por les valores propios del cistema, HlZ }, esociados B lus ]
n . .

E
funclones proples T
T

De les resultados anterlores, podemos resumir la definicion de funclon
de transferencla de las tres formas gigulentes:

al Hiz) es 1z transformada 2 de hikl].

bl si =1kl = 2 entonces, Hiz! es el coeficlente de lza respuesta
resultante ylkl = Hizlz.

c] Hiz! es lgual 2 ¥zl mlz).

lz respuesta al tmpulso unitaric y & Funcion de Lrapnsferencia 80N lns
dos formas mas utilizadas para carncterliar B o sistem28 linerlies. A

centlnuacitn veremos gque las ercuacicnes &0 diferencias. Lambien son muy
utbllzadas TR representar un glislema.

27
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2.3.2.f. Representacitn del slstema por ecuaclones en diferencla.

Una ecuaclién en diferenclas a coeficlentes constantes, tamblén puade ser
usada para caracterizar un slstema lineal. La expresién més general pars
llevar a cabo esta representacién es la sigulente:

p q

Ecylk-nl = £ dxlk-m], 142)
n L]

n=0 m=0

donde los c v los d son los coeficlentes qus definen al sistema, V. wlkl e
L]

yl{k] son usados para representar las sefiales de entrada y de sallida del
sistema, respectivamente. Aunque la relaclén (42) es general, nos
interesamos princlpalmente por los sistemas causales: aquéllos para los
cusles ambas secuenclias, x[k] e ylkl, son lguales a cero para k< 0 Lla
ecuacién (42) puede ser rescrita, expresando la sallda actual ylkl en
términos de las entradas presentes y pasadas ¥ también de las salldas
pasadas. :

P q
ylk] = = E a ylk-n) + E b xik-m] (43)
n=1" m=0 "
donde
c d
n m
B ¥ L 3 [44)
<] a

Con la suposiclén de causalldad del sistema, 81 (42) se cumple para Lodo
k., se tiene que ylk] esta univocamente determinada & partlr de x[k]l. Cabe
mencionar que, la soluclén de la ecuaclén (42) tamblén depende de las
condiciones iniclales. Asi, el sistema correspondiente es lineal, 8l las

condiciones inlciales son nulas. Por otro lado, sl en la ecumclén (43),
disponemos de la entrada para todo k y de un conjunto de condiciones
iniclales, {yl-n), yl-n+1l, ..., y(-1]}, la ecuacién puede ser resuelta para

log valores sucesivos de ylk].
La relaclén (43) puede ser Implantada como  un conjunto de

multiplicaclones, sumas y reltardos. La flgura & muestra la implantacleon
directa de ésta ecuaclén.

23
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2.3.2.g. Relaclén entre la representaclén por ecuaclones en diferenclas
y la funclén de transferencla.
{ La sefial ylk] puede ser determinada fécllmente sl empleamos la
transformada 2. Sean X(z) y H(z), respectivamente, la transformada 2 de x[k]
y hik]. Aplicando la relaclén Z2{xlk-¢]} = z-EH{zI a la ecuacién (43),
wik] + alylk-li L aﬁylk-p] = h;x[kl + hl:{l—ii LI hixlk-ql
cbtendremos:
(]
.
Yiz) + nlz'1 Y(z) +...+ az '¥lz) = b X(z) + bz “Igtz) ¢ ... 4 bht “niz)
P -]
o blen
Yiz) = Hiz) ®lz) (45)
donde ,
B b + bz ) 4 P Tt B T
_‘F’ a 1 q-1 q
H{z) = (4B)
5 -p*l -P
1 +az + +a ,2Z +az
p-1 P
|
i
La secuencia ylk] podra ser uv.a.luuln, utilizande la ecuaclén (45), de
dos maneras distintas:
a) Caleulando X(z) a partir de xlk] y después la transformada Inversa
del producte Hl(z)X(z). Lo anterior es posible sl X(z) es
una funclén racional.
b) Celculands la transformada inversa de H(z), hlk], y realizando la
p?'t convolucién entre hlk] y xlkl.
25
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@ 2.3, Respuestz én frecuencia de un sistema lipeal.
La respuesia en {frecusncia de un cistema llneal, canurfspucata al
impulse, hik], se obtiene evaluando la funclion H(z) para z = ®° .
) g o
Lt y
ye’™ = £ hinle {47a)
n=E-m
Ju :
Puscto gue HleY ] es una funcisn compleja, podemos escriblr:
JBhlm}
(4Tb)
¥

Hied9) = e’ e

la fese, respecllvamente, de le

donde 1H[eJu]t y 6 lw) son la magnltud ¥

respuesta €n frecuencia del

=] la exitaclén al sistema re

cistema.
Podemos VeI que, presentado por hik] es

JwkeB]) :
“ik] =a € = , donde a e5 ung constante,

tendremos gue:

i Jluk+ﬂ+ﬁh[u]i
ylk] = a|Hle )| e

terior constatamos que, la respuesta en frecusncla del
tenemos una sefial de antrada x|k}, cuyas !

De la expresion an
idag de la slgulente RAEnATR:

sistema s modificada cuando
caracteristicas frecuenclales pueden ser defin

38wl
"= Xlw)le " (48}

utilizende la expresidl anterior, ¥ evaluande la aruaclan [38) pure

=g podemos escrlbir:

26
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Y(e™) = H(e™) x(e'™)

y ahora, remplazando las ecuaclones (47b) y (48) en la ecuacidn anterior,
obtenemos '

e (w)+e (w)]
vie™) = |Hte™)||%(e™) e " X . ‘ (49)
Par otro lado, la funclén yie™) puede ser escrita de la sigulente manera:

® iy 18 (w)
¥(e™) = £ ylnle™ ™™ = |v(e™)]e ¥ (50)

n=-m

Igualdando lms ecuaciones (48) y (50), obtenemom que, la magnitud y y la fase
de Y(e™ )} estardan dadas, respectivamente por:

[¥(e™)| = |uie™)| |xte™| (51)

B (w) =8 (w) +8 (w) (52)
¥ h )

La magnitud y la fase de ‘f[a‘j“}. egtan ambas represesntadas en func h?n de
la variable frecuencial w. A las representaclones graficas de |[Y(e” }| y

"|8y{w)| contra la varlable frecuencial w, se les conoce respectlvamente, con

el nombre de espectro en frecuencla de magnitud y espectro en frecuencla de
fase de la respuesta del sistema. Por supuesto, la noclén de espectro puede
ser utilizada para caracterlizar graflcamente a cualquier sefial (o sistema} en
el dominle de la frecuencia. Lo anterlior es whlldo, indepandientemente que
las sefinles (o los sistemas) estén representadas en el dominlo del tlempo
discreto (k) o continuo (t).

Desde el punto de vista de la teorim de sefinles y sistemas, la relaclon
¥(z) = H(z)X(z), donde H(z) caracteriza al sistema amsocladce al fendmenc
estudiado y X(z) representa a la sefial de entrada del sistema, nos permite
establecer dos situaclones que definen los objetivos buscados por una
aplicacién en particular:

1) Cémo e-l sistema modifica las propledades de la sefinl de entrada 7

Este "como", puede ser determinade medlante el disefio de un sistema con
clertas propledades deseadns, Otro casc 8e presenta, cuando lus
caracteristicas del sistema son Intrinseces nl fendmeno estudledo.
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2] Cémo la sefal de entrada modiflca lps propledeades  Intrinsecas
de! sistema esoclade al fendmenc estudlado 7

Fn este caso, el "cémo” puede ser determinade medlante la elsboracién de
sefiales de entrada, bale un clerte critéric, que parmitan wodiflcar las
propledades del sistema, de manera a oblensr una respuceta deseada.

Dentro de las Areas de la ingenleria eléctrica, el procesaslenlo digltal

de sefinles se encuentra dentro del primer enfoque, mlentras que el control
aulomatice, pertenece al segunde enfoque.

2.3, 4. Estabilidsd de los sistemas llneales.
2.3.4.a. A partir de la representacion temporal.

Un sistema lineal se dice estable, en el sentido de respuestas acotadas
a entradas acotadas, s! su respuesta a cualquler entrade acotada, es alla
miema msotada. Une secuencia xlk] serd mcotada, s! exliste un escalar flnlte,
M, tal que: .

jxlkl} s H para Lodo k. (53]

En ciras palabras, los magnitudes de los alemantns de la sefial nunca son
meyores a un valor finlto prestablecldo.

Veamos gque sucede con la sallde del sistema caracterizade por su
respuesta al impulsc, ecuaclén (33),

= ¥
ylkl= E hin)xlk-nl

n=-o

Para esto, aplicande & la ecuaclén (33), Ia deslgualdad vy la lgualdad de
dos pumercs & ¥ b dadas por:

jab| 5 Ja] + [b] v lab] = [a] [v], (54)

ablenemos:

= =
lylkll s I |hinl||xlk-nl| s ¥ I [hinl|. {85}
n=-o nz-wo .
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Puesto que el limite superior se mantiens para todo wvalor de k, la
condicién de establllidad de un sistema lineal puede ser dada por el sigulents
Leorema.

Teorama 2. Un sistema lineal caracterizado por su respuesta al impulso
unitario hik), es estable en el sentido establecido, si y solo sl

£ |hk]| < ® (85)

n=-wm

Dicho de otra manera, un sistema lineal serk estable sl los elementos de
la secuencia hik] van hacia cero, lo suficlientemente répldc como k =e
aproxima a mis y menos infinite.

2.3.4.b. A partir de la represantaclén frecuenclal.

La funcién racional Hl{z), dada por la ecuaclén (48),

H{Z}- =
1**:&12wl # ., +8zZ

puede ser fAcilmente representada en funcién de z, multiplicande nllglnlenlu
el numerador, Blz), y.el denominador, A{z), por z " 8l p £ qo por z' 8l q >
p. Usando un teorema fundamental del dlgebra, slempre se puede factorizar a
los polinomios Alz) y Blz) en funclén de productos de sus términos de primer
orden, .

il -n e =1
AMlz) =t +Zaz =T0I(l-pz ) (56)
n=1 " n=1 fl
Y
P =r 1 =1
Blz) = Ebz =0b W (1-z2 ") (B7)
n=g " 1 B :
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remplazando (SB) y (57) en (40) tencmos:

-1 -1 -1
bﬂil-z1z ) {l—zzz . El-zqz ] Bi{z)
Hiz) = —_— (58)
(1-p,2"") (1-p,z7 ") ... {1-ppz"} Alz)

Los pardmetros z .y p que salen de lm factorlzacién de H(z), son
] n

Ilamados respectivamente, ceros ¥ poles del slelepn representado por Hiz).
El nombre viene del hecho que s! evaluamos lIm funclidén X{z) en un valor de 2
correspondlente a uno de los ceros [z = zn]. la funclén misma se vuelve cero.

For otro lado, s! evaluamos la funcion para z = Py H(z) Be wvuslve no

acotada, Para poder invertir H{z), en otros palabros oblener hlk], se
requlere que q < p. Las coracteristices de estshilided de un =irtema lineal
representade por su funclén de transferencla H(z), se obtlenen directamepnte
de la factorizaclén del polinonio del denominador, ecumelén (58). La
establlidad de]l sistems se resume en el slguiente toorems

Teorema 3. El sistema llneal caracterizado por le ecuaclén en difsrencias
(43), sers estable si§ Y sclo sf, su funcién de transferencla (48],
desconpussta por Hiz] = Hcfz} + H‘[z}L tlena todes les polos causales con

mbdule menor que uno y todos los pelos anticavsales con médulo mis grande que
une, Hc{z] ¥ Ha{z} son respectivamente la parte causal y antlcausal de Hiz).

2.4. Filtros Digitales.

Unz gran gama de flltros digitales pusden ser descritos por slelemus
lineales caracterlzados por la ecuaclén en diferencias (43)

P q
Ianyfk-nl=[bxik—ml K B =1

]
no= s =0
o por sy funclén de transferencla, (4B) :

b+bz + ... +bzd
i ] 1

Hiz) = - - — —_—

l+az + ... +asz Alz)
! P
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la respuesta al impulso unitarlo del filtro, hik], es la transformadu 2
inversa de la funcion de transferencia H{z) y satlsface la ecuaclén en
diferencias :

h[k!mlhlk—i J+.. .+aph[k-p]-bﬂ-l[k]+h1!!k“1I*. ‘e 1bqﬂlk-ql[ﬁﬂl

Si los coeficlentes & ¥ bn son reales, hik] también serd real, en otras

_palabras, el sistema serla real. De lo anterior, el término flltro digltel
significard que se habla de un slstema lineal, y. reciprocamente, el término
sistema llneal puede ser usado indistintamente para llasar & un filtro

digital.

| El disefio de un filtro digital consiste, en determlnar los coeflliclentes
_f' de lm scuacién (46) que satlsfecen una relaclén sntrada-sslids especificada,

a priori, bajo un clerto criterlio.

Existen dos clases principales de flltros digitales : los filtros =
respuesta 1mpulsional finita (RIF) ¥ log filtros a respuesta impulsional
infinita (RII). :

I Hasta ahore hemos visto que un sistema lineal puede ser caracterizado por
su respuesta al impulso unltarlo hik), por su funcién de transferencia Hiz) ¥
por su representacién a través de ecuaciones en diferencia. Es convanlents,
f subdividir & los sistemas lineales en dos clases : aquéllos con respuesta al

impulso de duracién finita (RIF) y aquéllos con respuesta al impulso de
duracién infinita (RII). A los sistemas lineales RIF y RII tamblén se les
conoce con el nombre de sistemas lineales no-recursivos y recursivos,
respect i vamente.

" 2.4.a. Filtros o Sistemas RIF .
. Un sistema RIF es aguel que tlene una respuesta al impulso que vale cero
i fuera de algin intervalo de tiempo finlto. Sin pérdida de generalidad, s! el
i sistema RIF es causal :
i
' hik] = 0  k<ODykxzM
|
La suma de convolucién de tal slstesa se reduce a
i
!
5 n-1
ylkl= £ hin)xlk-n] (58)
=

a

_
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La secusncla ylk] depende anicamente del valor actual de lz sehal de
entrade y de un numere Tinito de valores pesados de la gafinl de entrada. La
calida del sistema es simplemente una comblnacién !insal ponderada de in
sefin]l de entrada. lLa ecuaclén {43) para valores de @ = 0y a-" i represenin

1

un sistema RIF de duracién q. En este caso, es evidente que los coeflclentes
del flltro RIF son egquivalentes @ la respuesta al Impulso del filtro, hh-

h]n_].
2. 4.b, Filtros o Slgtemas RII.

En contraste con los filtres RIF, un glgtema RI] es rqudl que Liene ung
respuesta al impulsc de duractén infinlta,

o
y(k)= £ hin] xlk-nl {80}

n=0

De otra manera, la respuesta del flltro RI] es una funclén de los
valores presentes y pasados de la sefal de entrada y de lcs valores pesados
de las muestras de la sefal de salida,

la relaclén (43) representa un glgtema RI1. Lla dependencia de las
salldes pasadas (recursividad) implica una duraclén infinita de la salida del
filtro, aun cuando los valores de entrada se hayan terminado.




